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Resumo: Este trabalho apresenta uma breve revisa˜o dos principais modelos
ana´logos a` gravitac¸a˜o em hidrodinaˆmica e em condensados de Bose-Einstein (sistemas go-
vernados pela equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii). Ha´ uma eˆnfase especial nos resultados de uni-
cidade para as configurac¸o˜es ana´logas a buracos negros em condensados de Bose-Einstein
que poderiam ser, em princ´ıpio, considerados como ana´logos aos teoremas No-Hair da
Relatividade Geral. O caso da equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii com um termo de interac¸a˜o
proporcional a` quinta poteˆncia da func¸a˜o de onda e´ tratado em detalhes e algumas soluc¸o˜es
assintoticamente homogeˆneas, esta´veis e com horizontes sa˜o constru´ıdas explicitamente.
Estas soluc¸o˜es podem ser interpretadas como ana´logas a Buracos negros para as quais
existiriam resultados de unicidade ana´logos ao teoremas No-Hair da Relatividade Geral.
Abstract: The present work contains a brief review of the main analogue
models for gravity in hydrodynamics and Bose-Einstein condensates (particularly the
systems governed by the Gross-Pitaevskii equation). We give special emphasis to the
uniqueness results for the black hole analog configurations in Bose-Einstein condensates,
which, in principle, can be considered analogs for the so called No-Hair theorems in Gene-
ral Relativity. A particular case of the Gross-Pitaevskii equation with an interaction term
proportional to the 5th power of the wave function is treated in detail, and some stable,
assintotically homogeneous solutions with horizions are explicitly contructed. Those so-
lutions can be interpreted as Black Hole analogs for which there exist uniqueness results
similar to the No-Hair teorems in General Relativity.
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Introduc¸a˜o
Na histo´ria da cieˆncia, as analogias desde sempre atuaram como instrumentos
heur´ısticos de grande valor, capazes de captar a imaginac¸a˜o do cientista e facilitar a visua-
lizac¸a˜o de fenoˆmenos complicados por meio de comparac¸o˜es com situac¸o˜es mais familiares,
abrindo portas para novas intuic¸o˜es sobre os fenoˆmenos em estudo. Talvez uma das ana-
logias mais consagradas na literatura de divulgac¸a˜o seja aquela que se propo˜e a explicar a
origem do campo gravitacional mediante a` comparac¸a˜o com um sistema onde sobre uma
pel´ıcula ela´stica esticada sa˜o depositados objetos de variadas massas, como na figura 1.1;
a consequente deformac¸a˜o da pel´ıcula pelos objetos (proporcional a` massa de cada um)
faz com que eles se desloquem uns em direc¸a˜o aos outros, de uma maneira que rememora
a atrac¸a˜o gravitacional. Tal modelo permite a uma visualizac¸a˜o (embora imperfeita) do
conceito de espac¸o-tempo curvo da Relatividade geral, que usualmente requer um pesado
ferramental matema´tico para sua compreensa˜o.
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Figura 1.1: Pel´ıcula ela´stica usada na visualizac¸a˜o da curvatura do espac¸o-tempo
Entretanto, a utilidade das analogias na˜o se limita apenas a propo´sitos dida´-
ticos ou ilustrativos. Em muitos casos o estabelecimento de analogias e´ motivado pela
constatac¸a˜o de similaridades entre a descric¸a˜o matema´tica de sistemas fisicamente bas-
tante distintos um do outro. De fato, e´ surpreendente a grande variedade de sistemas que
podem ser descritos pelas mesmas equac¸o˜es diferenciais; os exemplos mais noto´rios e pro-
l´ıferos sa˜o o oscilador harmoˆnico (que descreve desde simples sistemas de massa-mola, ate´
a oscilac¸a˜o de cargas em um circuito) e a equac¸a˜o de onda ∂
2y
∂x2
= 1
c2
∂2y
∂t2
(que, por exemplo,
governa o comportamento tanto do som quanto o da luz). Essa similaridade na descric¸a˜o
permite que as intuic¸o˜es adquiridas no estudo de um sistema sejam transferidas ao outro,
o que pode auxiliar na soluc¸a˜o de impasses que surgem na investigac¸a˜o de sistemas mais
complicados.
Recentemente, a formulac¸a˜o de modelos ana´logos tem sido motivada por uma
raza˜o particularmente importante: a possibilidade de usar esses modelos ana´logos para a
verificac¸a˜o experimental de certas teorias. De fato, para determinados sistemas de dif´ıcil
reproduc¸a˜o experimental, pode-se construir um sistema ana´logo que, por ser descrito por
um mesmo formato de equac¸a˜o, seja capaz de reproduzir certas caracter´ısticas do sistema
original, que podem ser, enta˜o, empiricamente testadas. Um exemplo disso e´ a Gravitac¸a˜o,
cujos aspectos mais sutis so´ se manifestam na escala astrof´ısica ou cosmolo´gica, sendo,
portanto, de raro e dif´ıcil acesso. Entretanto, com a formulac¸a˜o de modelos ana´logos
a` Gravitac¸a˜o que podem ser fisicamente constru´ıdos em laborato´rio, certas previso˜es da
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teoria gravitacional podem ser colocadas a teste.
A ideia por tra´s dos chamados Modelos Ana´logos a` Gravitac¸a˜o consiste, por-
tanto, em procurar por sistemas f´ısicos distintos da gravitac¸a˜o (como os de hidrodinaˆmica
e mate´ria condensada) que em certas condic¸o˜es podem ser formalmente descritos por con-
ceitos e te´cnicas pro´prios da gravitac¸a˜o, e reproduzir o comportamento de certos objetos
da Relatividade Geral. As analogias assim estabelecidas podem auxiliar no estudo de
ambas as a´reas de conhecimento. Estes estudos podem ser u´teis para obter uma nova
perspectiva dos sistemas f´ısicos utilizados para estabelecer a analogia, bem como para
encontrar novas maneiras de entender aspectos de Relatividade Geral.
Uma das aplicac¸o˜es mais interessantes sa˜o os sistemas f´ısicos capazes de re-
plicar algumas das caracter´ısticas de um Buraco Negro, fornecendo uma esperanc¸a de
investigac¸a˜o experimental de fenoˆmenos que de outra forma seriam dif´ıceis ou imposs´ıveis
de detectar, como o fenoˆmeno da Radiac¸a˜o Hawking (evaporac¸a˜o de Buracos Negros).
O uso de modelos ana´logos (especificamente os hidrodinaˆmicos) para essa finalidade foi
inicialmente proposto pelo f´ısico canadense W. G. Unruh em 1981 [1], que desde enta˜o
recebeu diversas realizac¸o˜es experimentais, embora a interpretac¸a˜o dos resultados ainda
permanec¸a sendo mate´ria controversa.
1.1 Buracos Negros
Buracos Negros sa˜o definidos como regio˜es do espac¸o-tempo onde a gravidade
e´ ta˜o intensa que nada, nem mesmo a luz, e´ capaz de escapar delas. A existeˆncia desse
tipo de objetos tem sido conjecturada desde os tempos da F´ısica Cla´ssica. De fato, se
supusermos ingenuamente que a luz e´ um corpu´sculo que sofre a influeˆncia da gravidade da
mesma forma que part´ıculas materiais cla´ssicas, e considerarmos a velocidade superficial
de escape vesc de um corpo de massa M e raio R
vesc =
√
2GM
R
E´ poss´ıvel que para um corpo suficientemente massivo e compacto ocorra que vesc > c,
de forma que raios de luz emitidos perperdicularmente da superf´ıcie do corpo na˜o sera˜o
capazes de escapar do campo gravitacional. Tais objetos seriam enta˜o completamente
escuros, na˜o emitindo nenhuma radiac¸a˜o, e foram chamados de estrelas negras (dark
stars). As dificuldades de conceber materiais com a densidade requerida e o abandono da
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teoria corpuscular da luz em favor da teoria ondulato´ria fizeram com que essa linha de
investigac¸a˜o fosse esquecida, ate´ o se´culo XX, com o advento da teoria da Relatividade
Geral, que fornece a descric¸a˜o correta da interac¸a˜o da luz com a gravidade. Tambe´m
nessa e´poca descobriu-se que Buracos Negros eram um dos poss´ıveis estados finais do
processo f´ısico de colapso gravitacional de uma estrela que esgotou seu combust´ıvel. Para
demonstrar o aparecimento de objetos com essas propriedades na Relatividade Geral,
considere as equac¸o˜es fundamentais dessa teoria, as chamadas equac¸o˜es de campo de
Einstein [5]:
Gµν =
8piG
c4
Tµν (1.1)
Com
Gµν = Rµν − 1
2
Rgµν (1.2)
Onde Tµν e´ o tensor de energia momento, gµν e´ o tensor me´trico e Rµν e´ o
tensor de Ricci, que envolve as derivadas de gµν com respeito a`s coordenadas (t, x, y, z).
Assim, as equac¸o˜es de Einstein sa˜o um conjunto de equac¸o˜es diferenciais parciais que
permitem determinar, dada uma configurac¸a˜o de energia e mate´ria definida por Tµν , qual
deve ser a curvatura do espac¸o tempo, definida por gµν . Essas equac¸o˜es podem ser uti-
lizadas para encontrar a curvatura do espac¸o-tempo fora de um corpo esfe´rico de massa
M, sem momento angular e na auseˆncia de campos eletromagne´ticos. De fato, e´ poss´ıvel
demonstrar que exigindo-se que a soluc¸a˜o gµν seja esfericamente sime´trica, independente
da coordenada t e Tµν = 0 (va´cuo), obte´m-se a chamada me´trica de Schwarzschild:
ds2 = gµνdx
µdxν = −c2
(
1− rs
r
)
dt2s +
(
1− rs
r
)−1
dr2 + r2dΩ2 (1.3)
Onde rs =
2GM
c2
e´ o raio de Schwarzschild. Ela e´ a soluc¸a˜o mais simples das
equac¸o˜es de Einstein e descreve o espac¸o-tempo em torno de um corpo esfe´rico sem carga
ou rotac¸a˜o. Note que essa me´trica possui duas singularidades em r = 0 e r = rs, o que
da´ origem a certas propriedades de interesse. Primeiramente, cumpre notar que para a
grande maioria dos corpos astronoˆmicos, rs e´ extremamente pequeno (por exemplo, para
a Terra, rs = 9.0mm), de forma que r = rs ocorre no interior do corpo, onde Tµν 6= 0
e o espac¸o-tempo na˜o e´ descrito pela me´trica de Schwarzshild. Entretanto, e´ poss´ıvel
conceber um corpo de massa M pontual, infinitamente denso e concentrado em r = 0
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de forma que a me´trica (1.3) descreva o espac¸o-tempo inteiro. Assim, somos forc¸ados a
analisar o comportamento do espac¸o-tempo em torno de r = rs.
Primeiramente, notamos que o tempo pro´prio e´ dado por
dτ =
(
1− rs
r
)1/2
dt (1.4)
De forma que dτ = dt para r → ∞, e podemos interpretar a coordenada t
como o tempo pro´prio medido por um observador infinitamente distante da origem. Essa
modificac¸a˜o do intervalo de tempo implica em uma modificac¸a˜o da frequeˆncia(e, portanto,
energia) de fo´tons emitidos em r > rs, de forma que o comprimento de onda detectado
pelo observador no infinito sofre um redshift:
λ∞ =
(
1− rs
r
)−1/2
λ (1.5)
z =
λ∞ − λ
λ
=
(
1− rs
r
)−1/2
− 1 (1.6)
Nota-se que para r → rs, o redshift z tende ao infinito. Assim, um fo´ton precisaria ter
energia infinita para escapar da regia˜o delimitada por r = rs. Portanto, essa regia˜o esta´
causalmente desconectada do resto do universo; qualquer evento originado ali na˜o e´ capaz
de afetar nada da regia˜o externa.
Assim, podemos afirmar que a me´trica (1.3) para um corpo pontual descreve um Buraco
negro. A superf´ıcie definida por r = rs e´ chamada o horizonte de eventos do Buraco
Negro.
Ocorre que a singularidade da me´trica em r = rs na˜o e´ essencial e pode ser removida
via uma mudanc¸a de coordenadas. Um sistema de coordenadas particularmente relevante
para a presente ana´lise sa˜o as coordenadas Painleve`-Gullstrand:
t = ts + 2
√
rsr
c
− rs
c
log
(√
r/rs + 1√
r/rs − 1
)
(1.7)
Essas coordenadas sa˜o ajustadas de forma a tornar unita´rio o termo que acompanha dr2
em (1.3). De fato, substituindo (1.7) em (1.3), obtemos que o elemento de linha se torna
ds2 = −c2dt2 +
(
dr + c
√
rs
r
dt
)2
+ r2dΩ2 (1.8)
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Podemos enta˜o analisar o movimento puramente radial de um raio de luz(ds2 = 0) sob
efeito dessa me´trica, e constatamos que ele obedece
dr
dt
= ±c− c
√
rs
r
(1.9)
Ou seja, constatamos que o efeito que a gravidade exerce sobre um raio de luz nas vi-
zinhanc¸as de um Buraco Negro e´ ana´logo ao de um “fluido”, com perfil de velocidade
v(r) = −c√rs/r, que “arrasta” o raio de luz em direc¸a˜o a` singularidade. Essa observa-
c¸a˜o ja´ nos permite vislumbrar que o comportamento da gravidade pode ser comparado
conceitualmente ao de outros sistemas, nesse caso, a um fluido cla´ssico.
1.2 Teoremas No-Hair em Relatividade Geral
Os teoremas No-Hair sa˜o um conjunto de resultados concernentes a`s soluc¸o˜es
das Equac¸o˜es de Einstein que correspondem a Buracos Negros. Dentro de determinadas
hipo´teses (como, por exemplo, soluc¸o˜es assintoticamente planas), eles afirmam, essencial-
mente, que:
• Buracos Negros sa˜o completamente determinados por apenas treˆs paraˆmetros: M
(massa), Q (carga) e J (momento angular)
• As soluc¸o˜es estaciona´rias (independentes do tempo) sa˜o esta´veis, isto e´, suas per-
turbac¸o˜es decaem com o tempo, de acordo com uma lei de poteˆncia
Uma maneira de ilustrar esse teorema e´ considerando um buraco negro sem
carga(Q = 0) e em rotac¸a˜o(momento angular J > 0), que e´ descrito pela me´trica de Kerr:
ds2 = c2
(
1− rsr
ρ2
)
dt2−ρ
2
∆
dr2−ρ2dθ2−
(
r2 + α2 +
rsrα
2
ρ2
sin2 θ
)
sin2 θdφ2+
2rsrα sin
2 θ
ρ2
cdtdφ
Onde
rs =
2GM
c2
α =
J
Mc
ρ2 = r2 + α2 cos2 θ ∆ = r2 − rsr + α2
Para longas distaˆncias, o campo gravitacional correspondente a esse buraco
negro e´ similar ao de um corpo extenso, e pode ser tambe´m descrito em termos de uma
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expansa˜o de multipolos, definidos em termos dos coeficientes de massa µ` e ”corrente”j`,
com ` ≥ 0. Em particular, para o buraco negro descrito pela me´trica acima, tem-se:
µ0 = M j1 = J
De modo geral, os coeficientes de ordem superior dessa expansa˜o dependem da distribuic¸a˜o
de massa e momento angular do corpo. Entretanto, para o caso particular do buraco
negro, ocorre que os coeficientes de multipolo do campo gravitacional sa˜o determinados
exclusivamente pela me´trica e pelo momento angular, de acordo com a seguinte relac¸a˜o [2]:
µ` + ij` = M
(
iα
c
)`
Dessa forma, para buracos negros com mesmos M e J , qualquer que seja a distribuic¸a˜o de
massa e momento, os detalhes do campo gravitacional sera˜o os mesmos, sempre descritos
pela me´trica de Kerr acima, resultando em uma unicidade.
Ocorre que existem certos modelos ana´logos que, ale´m de reproduzir compor-
tamentos semelhantes ao de horizonte de eventos, sa˜o tambe´m descritos por equac¸o˜es
diferenciais que exibem propriedades de unicidade e estabilidade ana´logas a`s apresenta-
das teoremas No-Hair. Esse e´ o caso, por exemplo, dos modelos ana´logos baseados em
condensados de Bose-Einstein, que sera˜o investigados na sec¸a˜o 2.2.
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2
Modelos Ana´logos
2.1 Ana´logos Hidrodinaˆmicos
Entre os modelos ana´logos mais conhecidos, ha´ o baseado na acu´stica de flui-
dos em movimento, o qual e´ particularmente relevante por sua simplicidade e facilidade
computacional. A ideia ba´sica e´ a seguinte: o som em um meio material consiste na pro-
pagac¸a˜o (com velocidade cs) de pequenas perturbac¸o˜es dos elementos materiais atrave´s
desse meio. Se o meio em questa˜o for um fluido, e este estiver em movimento, as ondas
sonoras sera˜o carregadas na direc¸a˜o de escoamento, ver Fig. 2.1. Se o campo de veloci-
dades v for dependente da posic¸a˜o, em uma determinada regia˜o do espac¸o, o mo´dulo da
velocidade de escoamento pode superar a velocidade do som, de forma que ondas sonoras
que tentem trafegar na direc¸a˜o contra´ria a` do fluxo na˜o conseguira˜o avanc¸ar ale´m daquela
regia˜o. Este acontecimento rememora aquilo que ocorre com, por exemplo, raios de luz
Figura 2.1: Pulsos sonoros em fluido em movimento. Fonte: [3]
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produzidos na regia˜o circunscrita por um Horizonte de Eventos de um Buraco Negro:
grosso modo, a atrac¸a˜o gravitacional produzida pelo buraco negro naquele e´ ta˜o intensa
que a velocidade de escape supera a` da luz, de forma que nenhum objeto material pode
ultrapassa´-lo.
E´ preciso que esse parentesco conceitual seja estendido a uma similaridade
matema´tica, isto e´, as equac¸o˜es que descrevem a f´ısica das ondas sonoras em fluidos
em movimento precisam, de algum modo, aludir a conceitos da Relatividade Geral para
que esse Modelo Ana´logo seja va´lido e possamos emprega´-lo para melhor entender certas
caracter´ısticas dos Buracos Negros. Isso com efeito e´ poss´ıvel, e a acu´stica de meios
em movimento e´ capaz de reproduzir algumas facetas cinema´ticas da Relatividade geral,
conforme sera´ exposto nas sec¸o˜es seguintes. Veremos que as equac¸o˜es para as perturbac¸o˜es
em um flu´ıdo em movimento sera˜o efetivamente descritas por uma equac¸a˜o diferencial
hiperbo´lica que pode ser interpretada como a equac¸a˜o de onda em uma geometria curva,
apesar do escoamento do flu´ıdo ocorrer no espac¸o de Minkowski usual, sabidamente plano.
2.1.1 Acu´stica Geome´trica
A analogia entre a Relatividade Geral e a acu´stica em fluidos em movimento
pode ser entrevista de maneira mais imediata empregando um modelo de acu´stica geome´-
trica, isto e´, aquela que considera apenas a cinema´tica de um ”raio de som”, ignorando a
hidrodinaˆmica.
Considere que em uma determinada configurac¸a˜o de fluido com uma velocidade
de fundo v em relac¸a˜o ao laborato´rio, a velocidade do som relativa ao fluido seja c, e que
ele se propague na direc¸a˜o de um vetor unita´rio nˆ. Logo, a equac¸a˜o de movimento do raio
de som em relac¸a˜o ao laborato´rio e´:
dx
dt
= cnˆ + v (2.1)
Multiplicando os dois lados por dt e isolando o termo cnˆ, podemos eliminar o vetor unita´rio
nˆ tomando o produto escalar de ambos os membros com eles pro´prios.
(dx− vdt)2 = c2dt2 (2.2)
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Figura 2.2: Cones de som, sob influeˆncia de um fluido em movimento. Fonte: [3]
Reorganizando essa expressa˜o em um formato mais convencional, obtemos:
− (c2 − v2)dt2 − 2v · dxdt+ dx2 = 0 (2.3)
Essa expressa˜o sugere a existeˆncia de uma me´trica da forma(onde Ω e´ uma
func¸a˜o na˜o-nula indeterminada) :
g = Ω2
 −(c2 − v2) −vT
−v I
 (2.4)
Empregamos (3+1) dimenso˜es, mas a derivac¸a˜o aqui exposta e´ independente do nu´mero de
dimenso˜es. Como vimos, a vantagem da perspectiva da acu´stica geome´trica e´ a facilidade
com que se pode mostrar que conceitos alusivos a` Relatividade Geral aparecem na ana´lise,
a saber: muito embora o fluido se desloque em um espac¸o-tempo plano (Minkowski), os
raios sonoros parecem obedecer a` influeˆncia de uma me´trica curva.
Exemplo: Fluxo unidimensional
Um caso simples em que algumas das caracter´ısticas descritas nas sec¸o˜es pas-
sadas se manifestam e´ obtido supondo um fluido unidimensional com um perfil de veloci-
dades prescrito, como:
v(x) =
−2c
1 + e2x/a
(2.5)
Trata-se de um perfil em que o fluido se desloca da direita para a esquerda
com velocidade varia´vel. Podemos estudar o movimento dos raios de som nesse fluido
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invocando a acu´stica geome´trica, de forma que a equac¸a˜o de um raio que se move para a
direita e´
dx
dt
= c+ v(x) (2.6)
e a de um raio que se move para a esquerda e´:
dx
dt
= −c+ v(x) (2.7)
A primeira dessas equac¸o˜es, por exemplo, pode ser integrada:
dx
c+ v(x)
= dt (2.8)
∫
e2x/a + 1
e−2x/a − 1dx =
∫
coth(x/a)dx =
∫
cdt (2.9)
a ln | sinh(x/a)|+ u′ = ct (2.10)
Ou seja, o raio de som que se move para a direita e´ descrito por u = cte, onde
u e´:
u = t− x
c
− a
c
ln |1− e−2x/a| (2.11)
Analogamente, o raio de som que se move para a esquerda e´ descrito por
w = cte, onde w e´
w = t+
x
c
− a
c
ln(1 + 3e−2x/a) (2.12)
Analisando o perfil de velocidades v(x), vemos que seu mo´dulo se iguala a`
velocidade do som em x = 0. Esse ponto pode enta˜o se considerado um horizonte acu´stico,
separando o espac¸o em um regia˜o supersoˆnica(x < 0) e uma regia˜o subsoˆnica(x > 0).
Assim, um raio de som produzido na regia˜o x < 0 que trafega para a direita jamais
conseguira´ escapar e atingir a regia˜o x > 0, pois em x < 0 as velocidades do fluido
sa˜o maiores que c, e esse raio sera´ carregado para a esquerda. Por outro lado, um raio
de som produzido em x > 0 que trafega para a esquerda pode atravessar livremente o
ponto x = 0, o que tambe´m e´ uma caracter´ıstica distintiva do horizonte: ele pode ser
atravessado apenas por um dos lados, e nunca pelo outro. As linhas u e w constantes,
que aqui corresponde aos raios de som, sa˜o os ana´logos a`s linhas de mundo usuais da
Relatividade Geral e esta˜o representados para este fluxo unidimensional na Figura 2.3
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Figura 2.3: Linhas de mundo dos raios de som no fluido com perfil de velocidade (2.5). As
linhas que cruzam x = 0 sa˜o as associadas a w = cte, as outras correspondem a u = cte.
Nota-se a existeˆncia de dois regimes: o supersoˆnico (x < 0) e o subsoˆnico (x > 0). No
segundo, as curvas w = cte e u = cte correspondem, respectivamente, a raios que se
movem para a esquerda e para a direita. Ja´ na regia˜o supersoˆnica, ambas as curvas se
movem para a esquerda, evidenciando a impossibilidade de se cruzar o horizonte (x = 0)
da esquerda para a direita. Fonte da figura: [4]
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2.1.2 Acu´stica F´ısica
Um modelo mais preciso para a propagac¸a˜o do som em fluidos e´ a acu´stica f´ı-
sica, que considera o som como as perturbac¸o˜es de primeira ordem das equac¸o˜es dinaˆmicas
do fluido. Veremos que tambe´m nessa perspectiva podemos concluir que as perturbac¸o˜es
sonoras obedecem uma me´trica curva. Suponha um fluido inv´ıscido, sob influeˆncia da
densidade de forc¸as externas f , com densidade ρ e pressa˜o p. O seu campo de velocidade
v obedece a` equac¸a˜o de Euler.
dv
dt
=
1
ρ
f − 1
ρ
∇p (2.13)
E a` equac¸a˜o da continuidade
∂ρ
∂t
+∇ · (ρv) = 0 (2.14)
Naturalmente a derivada material pode ser expandida da forma usual
dv
dt
=
∂v
∂t
+ (v · ∇)v (2.15)
Cujo segundo termo do segundo membro pode, atrave´s de conhecida identidade
vetorial ser reescrito como:
(v · ∇)v = 1
2
∇v2 − v × (∇× v) (2.16)
A equac¸a˜o de Euler se transforma enta˜o em:
∂v
∂t
+
1
2
∇v2 − v × (∇× v) = −1
ρ
∇p+ 1
ρ
f (2.17)
Para prosseguir, faremos algumas hipo´teses. Primeiramente, assumiremos que
o fluido e´ irrotacional, isto e´, ∇× v = 0 e que, portanto, pode ser escrito em termos de
um gradiente de uma func¸a˜o, isto e´ v = −∇φ Assumiremos tambe´m que a forc¸a externa,
se existe, e´ conservativa, isto e´:
f = −∇ψ (2.18)
Em seguida, assumiremos que o fluido e´ isentro´pico, isto e´, que o termo 1
ρ
∇p possa ser
escrito como um gradiente de uma func¸a˜o h.
1
ρ
∇p = ∇h (2.19)
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Uma maneira de garantir isso e´ exigir que o fluido seja barotro´pico, isso e´, que
a sua densidade seja func¸a˜o das coordenadas apenas atrave´s da pressa˜o, isto e´ ρ = ρ(p)
Segue que a func¸a˜o h desejada e´, a menos de uma constante aditiva arbitra´ria :
h = h(p) =
∫ p 1
ρ(p′)
dp′ (2.20)
Dentro dessas hipo´teses, a equac¸a˜o de Euler se reduz a` forma:
∇
(
−∂φ
∂t
+
1
2
(∇φ)2 + h+ ψ
)
= 0 (2.21)
Ou seja, a menos de uma constante arbitra´rio, se reduz a:
− ∂φ
∂t
+
1
2
(∇φ)2 + h+ ψ = 0 (2.22)
Empregaremos essa equac¸a˜o e a equac¸a˜o da continuidade para analisar a di-
naˆmica das ondas sonoras em um fluido em movimento. Para tanto, admitiremos em
primeiro lugar que as u´nicas forc¸as que atuam sobre o fluido sa˜o as devidas a` pressa˜o, de
modo que ψ = 0. Agora considere que o fluido sem perturbac¸o˜es possua uma soluc¸a˜o de
”background” , isto e´, func¸o˜es ρ0, p0, φ0, que satisfazem a` equac¸a˜o acima e a` equac¸a˜o da
continuidade.
Vamos buscar enta˜o soluc¸o˜es perturbadas em primeira ordem dessas equac¸o˜es
que tenham o seguinte formato(onde  e´ um paraˆmetro):
ρ = ρo + ρ1 + . . . (2.23)
p = po + p1 + . . . (2.24)
φ = φo + φ1 + . . . (2.25)
As ondas sonoras sa˜o definidas precisamente como essas variac¸o˜es de primeira
ordem.
O procedimento de substituir essas soluc¸o˜es nas equac¸o˜es do fluido, desprezando termos
de segunda ou maiores ordens que emergirem, e´ chamado linearizac¸a˜o. Aplicando-o a`
equac¸a˜o da continuidade temos:
∂ρ0
∂t
+∇ · (ρ0v0)︸ ︷︷ ︸
=0
+
(
∂ρ1
∂t
+∇ · (ρ0v1 + ρ1v0)
)
+ 2 (∇ρ1v1)︸ ︷︷ ︸
=0
= 0 (2.26)
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Onde desprezamos termos de segunda ordem e empregamos o fato de ρ0 e v0
serem as soluc¸o˜es na˜o-perturbadas conhecidas. Assim, a equac¸a˜o u´til obtida e´:
∂ρ1
∂t
+∇ · (−ρ0∇φ1 + ρ1v0) = 0 (2.27)
Para linearizar a equac¸a˜o de Euler, analisemos como a func¸a˜o h varia, quando
passamos da soluc¸a˜o inicial a` perturbada:
h(p) = h(p0 + p1) = h(p0) + p1
dh
dp
∣∣∣∣
p0
= h0 + 
p1
ρ0
(2.28)
Substituindo essa e as outras soluc¸o˜es perturbadas na equac¸a˜o de Euler, obte-
mos:
−∂φ0
∂t
+ h0 + (∇φ0)2︸ ︷︷ ︸
=0
+
(
−∂φ1
∂t
+
p1
ρ0
− v0 · ∇φ1
)
+ 2
∇φ21
2︸ ︷︷ ︸
=0
= 0 (2.29)
Rendendo a equac¸a˜o:
p1 = ρ0
(
∂φ1
∂t
+ v0 · ∇φ1
)
(2.30)
Lembrando que o fluido e´ barotro´pico, podemos, encontrar tambe´m uma equa-
c¸a˜o para ρ1, mediante a comparac¸a˜o das expresso˜es:
ρ = ρ(p) = ρ(p0 + p1) = ρ(p0) + p1
∂ρ
∂p
∣∣∣∣
p0
(2.31)
ρ = ρo + ρ1 (2.32)
Levando a
ρ1 = p1
∂ρ
∂p
(2.33)
Ou ainda, empregando a (2.30) :
ρ1 = ρ0
∂ρ
∂p
(
∂φ1
∂t
+ v0 · ∇φ1
)
(2.34)
Substituindo a (2.34) na (2.27), obtemos a seguinte equac¸a˜o:
∂
∂t
(
ρ0
∂ρ
∂p
(
∂φ1
∂t
+ v0 · ∇φ1
))
+∇·
(
−ρ0∇φ1 + v0ρ0∂ρ
∂p
(
∂φ1
∂t
+ v0 · ∇φ1
))
= 0 (2.35)
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Para melhor interpretar essa equac¸a˜o, vamos considerar que a soluc¸a˜o de back-
ground corresponde ao fluido esta´tico, isto e´ v0 = 0 e ρ0 e´ constante no tempo e no espac¸o.
Ha´ aqui algumas sutilezas que merecem explicac¸a˜o. Denominaremos esta´tico a situac¸a˜o
em que o flu´ıdo esta´ em repouso, literalmente na˜o ha´ nenhum fluxo, tratando-se essencial-
mente de situac¸o˜es hidrosta´ticas. Por outro lado, nosso principal foco de estudos sera˜o as
chamadas situac¸o˜es estaciona´rias, na qual o flu´ıdo na˜o esta´ em repouso, ha´ um fluxo, mas
este fluxo na˜o muda com o tempo. Usaremos tambe´m a denominac¸a˜o de homogeˆnea para
qualquer situac¸a˜o nas quais certas quantidades na˜o variam espacialmente. Todas estes
conceitos possuem definic¸a˜o matema´tica precisa, ver, por exemplo, [5] e [6], para os casos
da Relatividade Geral e da hidrodinaˆmica, respectivamente. Com a hipo´tese do flu´ıdo ser
esta´tico e homogeˆneo, a equac¸a˜o (2.35) se reduz a:
∂ρ
∂p
∂2φ1
∂t2
−∇2φ1 = 0 (2.36)
Isto e´, a propagac¸a˜o do som e´ de fato governada por uma equac¸a˜o de onda,
contanto que defina-se a velocidade local do som cs como
∂ρ
∂p
=
1
c2s
, (2.37)
que sera´ uma constante com a hipo´tese do fluido ser esta´tico homogeˆneo. No caso mais
geral que analisa´vamos antes, quando ha´ movimento do fluido, a equac¸a˜o (2.35) que
governa as ondas sonoras pode ser reescrita, da seguinte forma:
∂µ (f
µν∂νφ1) = 0 (2.38)
Onde f e´ a matriz obtida coletando-se os termos que acompanham as respec-
tivas derivadas:
fµν =
ρ0
c2s
 −1 −vT
−v c2sI− v ⊗ vT
 (2.39)
Para podermos enfim reconhecer o operador D’Alambertiano em um sistema
de coordenadas curvil´ıneos, introduzimos a matriz gµν , definida por
√−ggµν = fµν (2.40)
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Onde g = det(gµν) Tomando o determinante de ambos os lados, temos:
det(fµν) = det(
√−ggµν) = (√−g)4 det(gµν) = g2 · 1
g
= g (2.41)
g = −ρ
4
0
c2s
→ √−g = ρ
2
0
cs
(2.42)
Assim, a equac¸a˜o (2.38) pode ser escrita como:
1√−g∂µ
(√−ggµν∂νφ1) = 0 (2.43)
Que e´ uma equac¸a˜o de Klein-Gordon em coordenadas curvil´ıneas. O tensor
me´trico gµν associado pode ser obtido invertendo a matriz f
µν pelos me´todos usuais,
dando:
gµν(t,x) =
ρ0
cs
 −(c2 − v2) −vT
−v I
 (2.44)
Que recupera o resultado ja´ antecipado pelo modelo de acu´stica geome´trica,
fortalecendo a analogia. Aqui, novamente, embora o fluido de background esteja em uma
me´trica plana, as perturbac¸o˜es sonoras ”enxergam” uma me´trica curva.
Essa derivac¸a˜o foi espec´ıfica para (3+1) dimenso˜es. O resultado pode ser
facilmente generalizado para ao caso (d+1)-dimensional:
gµν(t,x) =
(
ρ0
cs
) 2
d−1
 −(c2s − v2) −vT
−v I
 (2.45)
Em particular, para um sistema de (2+1) dimenso˜es, em coordenadas polares
gµν(t,x) =
(
ρ0
cs
)2 
−(c2s − v2) −vr −vθ
−vr 1 0
−vθ 0 r2
 (2.46)
Exemplo: Fluxo bidimensional
Considere agora um fluido em um espac¸o bidimensional. Suponha que o esco-
amento seja causado por um sorvedouro ou uma fonte na origem, que seja estaciona´rio,
homogeˆneo e sime´trico em relac¸a˜o a` coordenada angular. Seu perfil de velocidades e´
portanto da forma
v = vr(r)rˆ + vθ(r)θˆ (2.47)
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Como o fluido e´ estaciona´rio e homogeˆneo, a equac¸a˜o da continuidade nos leva
a:
0 = ∇ · v = 1
r
∂
∂r
(rvr)→ vr = A
r
(2.48)
Onde A e´ uma constante que determina se o fluido se desloca radialmente para dentro
(sorvedouro) ou para fora (fonte). O primeiro caso representaria um buraco negro acu´stico
e o segundo um buraco branco acu´stico. Exigindo que o fluido seja tambe´m irrotacional,
temos:
0 = ∇× v = 1
r
∂
∂r
(rvθ)→ vθ = B
r
(2.49)
Logo
v =
A
r
rˆ +
B
r
θˆ (2.50)
A me´trica acu´stica torna-se, enta˜o:
ds2 = −c2dt2 +
(
dr − A
r
dt
)2
+
(
rdθ − B
r
dt
)2
(2.51)
Ou ainda:
ds2 = −(c2 − A
2 +B2
r2
)dt2 − 2A
r
drdt− 2 Bdθdt+ dr2 + r2dθ2 (2.52)
Podemos enta˜o definir a Ergosfera, regia˜o delimitada pelos pontos onde v2r + v
2
θ < c
2
s, isto
e´
rerg =
√
A2 + b2
cs
(2.53)
Por outro lado, o horizonte de eventos e´ a regia˜o a partir da qual nenhuma
onda sonora e´ capaz de escapar, de forma que a quantidade determinante e´ a velocidade
radial: vr = cs, ou seja:
rh =
|A|
cs
(2.54)
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Figura 2.4: Escoamento de Fluido bi-dimensional com rotac¸a˜o. A ergosfera e´ o c´ırculo
maior e o horizonte de eventos, o menor Fonte: [3]
2.1.3 Ondas superficiais de gravidade
Ondas superficiais de gravidade sa˜o uma classe de ondas que ocorrem na su-
perf´ıcie de fluidos submetidos a pequenas perturbac¸o˜es, as quais sa˜o mantidas pela ac¸a˜o
da forc¸a restauradora da gravidade(descrita por um potencial ψ = gz), estando o fluido
em um reservato´rio de fundo plano e de profundidade constante hB, como na figura 2.5,
e sendo o comprimento de onda λ muito maior que a dimensa˜o vertical. Assumindo que
o fluido seja inv´ıscido, incompress´ıvel(∇ · v = 0) e irrotacional, de forma que possa ser
descrito por um potencial escalar φ, as equac¸o˜es da hidrodinaˆmica nessas condic¸o˜es se
reduzem a :
∂φ
∂t
+
1
2
(∇φ)2 + p
ρ
+ gz = 0 (2.55)
Onde ρ = cte e´ a densidade e g e´ a acelerac¸a˜o da gravidade, que aponta na
direc¸a˜o z.
As condic¸o˜es de contorno que devem ser impostas sa˜o que a velocidade do
fluido na direc¸a˜o z deve ser zero no contato com o fundo do reservato´rio (z = 0) e deve
acompanhar a oscilac¸a˜o da fronteira livre em z = h(x, y, t), isto e´:
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Figura 2.5: Ondas superficiais em um fluido em movimento. Fonte: [7]
v⊥(z = 0) = 0 (2.56)
v⊥(z = h) =
dh
dt
= ˙δh+ (v · ∇) δh (2.57)
Novamente, estamos interessados na perturbac¸a˜o de primeira ordem dessa
equac¸a˜o (2.55). Procuramos, enta˜o, soluc¸o˜es v, p, h da forma
v = vB + δv
p = pB + δp
h = hB + δh
Onde as varia´veis com sub´ındice B referem-se a uma soluc¸a˜o de background na˜o
perturbada e as varia´veis com δ referem-se a` perturbac¸a˜o. Por simplicidade, assumiremos
que o escoamento de background satisfaz vB = vB(x, y) e vB · zˆ = 0, isto e´, que o fluido
na˜o perturbado e´ estaciona´rio, escorre paralelamente ao fundo do tanque e na˜o depende
da coordenada vertical z. Em particular, tambe´m assumimos que a velocidade perturbada
δv tambe´m e´ irrotacional e pode ser descrita pelo potencial δφ.
Substituindo esse formato de soluc¸a˜o perturbada na equac¸a˜o (2.55) e conser-
vando apenas os termos de primeira ordem, obtemos duas equac¸o˜es. Primeiramente, em
ordem zero, obtemos que:
1
2
vB
2 +
pB
ρ
+ gz = 0 (2.58)
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Onde pB = ρg(h − z) e´ a lei da pressa˜o hidrosta´tica convencional. Por outro
lado, em primeira ordem, obtemos que:
˙δφ+ vB · ∇‖δφ = −δp
ρ
(2.59)
Onde δp(z = h) = ρgδh
Para prosseguir na ana´lise, desenvolvemos o potencial perturbado δφ em uma
se´rie de poteˆncias na coordenada vertical z:
δφ =
∞∑
n=0
δφ(n)(x, y)
zn
n!
(2.60)
Lembrando que toda a contribuic¸a˜o vertical da velocidade total prove´m da
perturbac¸a˜o, a condic¸a˜o de contorno (2.56) permite concluir que δφ(1) = 0. Da condic¸a˜o
de incompressibilidade do fluido, obtemos que δφ(n) = −∇2‖δφ(n−2).
Assim, conclu´ımos que todos os coeficientes δφ(n) ı´mpares da se´rie (2.60) sa˜o
nulos e que os coeficientes pares sa˜o dados por:
δφ(2k) = (−1)k∇2k‖ δφ(0)
Assim, a se´rie (2.60) pode ser reescrita como:
δφ =
∞∑
k=0
(−1)k∇2k‖ δφ(0)
z2k
2k!
Como o operador ∇‖ esta´ relacionado a`s coordenadas paralelas x e y(que sa˜o
da dimensa˜o de λ), e z e´ a coordenada vertical, os termos dessa se´rie sa˜o da dimensa˜o de(
h
λ
)2k
. Como assumimos inicialmente que estamos no regime de longos comprimentos de
onda(λ hB), podemos preservar apenas os dois primeiros termos da se´rie.
δφ = δφ(0) −∇2‖δφ(0)
z2
2
Permitindo deduzir que:
δv⊥(z = h) = −h∇2‖δφ(0)
Grac¸as a` condic¸a˜o de contorno (2.57), temos:
− h∇2‖δφ(0) = ˙δh+
(
vB · ∇‖
)
δh (2.61)
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Em termos do potencial δφ(0), a equac¸a˜o (2.58) se reduz a:
˙δφ(0) + vB · ∇‖δφ(0) = −gδh (2.62)
Derivando a equac¸a˜o (2.62) com respeito ao tempo e utilizando a equac¸a˜o
(2.61) para eliminar δh, obtemos
¨δφ(0) + v
‖
B · ∇‖ ˙δφ(0) = −g
(
−h∇2‖δφ(0) +
1
g
(
vB · ∇‖
) (
˙δφ(0) + vB · ∇‖δφ(0)
))
Que se reduz a:
−
(
∂
∂t
+ v
‖
B · ∇‖
)2
δφ(0) + gh∇2‖δφ(0) = 0
Que e´ uma equac¸a˜o diferencial parcial que descreve o comportamento da perturbac¸a˜o
δφ(0)
Como esperado, para vB = 0(fluido de background parado), identificamos a
equac¸a˜o da onda, com velocidade c =
√
gh, o que recupera o resultado conhecido de que
a velocidade ondas superficiais de longo comprimento depende apenas da profundidade.
Para vB 6= 0 em geral, a equac¸a˜o pode ser posta na forma ∂µ (fµν∂nu) δφ(0) de
maneira ideˆntica ao caso acu´stico discutido nas sec¸o˜es 2.1 e 2.2. Novamente, a me´trica
efetiva e´ dada por:
gµν =
1
c2
 −(c2 − v2B) −vBT
−vB I
 (2.63)
Na figura 2.6, representa-se uma configurac¸a˜o experimental que pode ser utili-
zada para a detecc¸a˜o de horizontes no caso das ondas superficiais. Nela, a´gua e´ bombeada
em um canal retangular e um mecanismo produz ondulac¸o˜es na superf´ıcie. O gradiente
de velocidade do fluxo e´ criado pela inserc¸a˜o de um obsta´culo em formato de rampa no
canal. A equac¸a˜o da continuidade garante que a velocidade do fluxo na regia˜o fora do
obsta´culo(onde a secc¸a˜o transversal e´ maior) e´ menor que a velocidade do fluxo na re-
gia˜o acima do obsta´culo(onde a secc¸a˜o transversal e´ menor). Ao mesmo tempo, como a
velocidade das ondas superficiais no regime de longos comprimentos de onda e´ dada por
c =
√
gh, a velocidade das ondas e´ maior na regia˜o fora do obsta´culo(onde h e´ maior do
que na regia˜o acima do obsta´culo). Assim, e´ poss´ıvel ajustar os paraˆmetros experimentais
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Figura 2.6: Aparato esperimental de ondas superficiais. Fonte: [8]
de forma que v < c antes do obsta´culo e v > c acima do obsta´culo. Assim, nas bordas do
obsta´culo, onde a altura da coluna d’a´gua varia suavemente, ha´ um ponto em que v = c,
ponto esse que e´ impenetra´vel pelas ondas produzidas pelo gerador de ondas a` esquerda,
correspondendo, portanto, a um horizonte.
2.2 Ana´logos Quaˆnticos
2.2.1 Condensado de Bose-Eistein(caso cu´bico)
Os chamados condensados de Bose-Einstein tem se mostrado objetos muito
interessantes para o estudo de modelos ana´logos em gravitac¸a˜o (para mais refereˆncias,
veja [9]). A equac¸a˜o pertinente, que descreve os fenoˆmenos quaˆnticos, e´ a chamada equac¸a˜o
de Gross-Pitaevskii
i∂tψ = −1
2
∂2xψ + V (x)ψ + g(x)|ψ|2ψ (2.64)
Onde V (x) e´ o potencial confinante e g(x) > 0 e´ uma func¸a˜o de acomplamento que
descreve a interac¸a˜o repulsiva dos a´tomos do condensado. Va´rias de suas soluc¸o˜es teˆm
comportamento muito semelhante a um fluido. De fato, todos os conceitos apresentados e
desenvolvidos ate´ agora podem ser aplicados imediatamente a`s soluc¸o˜es da equac¸a˜o (2.64).
Vamos considerar, em particular, soluc¸o˜es estaciona´rias da forma:
ψ = A(x)eiθ(x)e−iωt (2.65)
Onde A(x) =
√
ρ(x), sendo ρ a densidade do condensado e θ′(x) = v(x), sendo
v(x) a velocidade do condensado.
Substituindo na equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii, obtemos :
− 1
2
(
A′′ − Aθ′2)− i
2
(2A′θ′ + Aθ′′) + (V (x)− ω)A+ g(x)A3 = 0 (2.66)
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Como A, θ e ω sa˜o reais, obtemos duas equac¸o˜es:
2A′θ′ + Aθ′′ = 0 (2.67)
A′′ = 2(V (x)− ω)A+ Aθ′2 + 2g(x)A3 (2.68)
A equac¸a˜o (2.67) pode facilmente ser integrada, levando a
2A′θ′ + Aθ′′ =
1
A
d
dx
A2θ′ = 0⇒ A2θ′ = ρ(x)v(x) ≡ J = constante, (2.69)
Definindo a corrente conservada J . Escrita em termos de J, a equac¸a˜o (2.68)
reescreve-se como
A′′ = 2(V (x)− ω)A+ J
2
A3
+ 2g(x)A3 (2.70)
Para V e g constantes, essa equac¸a˜o assemelha-se a uma equac¸a˜o do tipo
Segunda Lei de Newton, isto e´ A′′ = −H ′(A), onde H(A) e´ o potencial efetivo dado por:
H(A) =
J2
2A2
− g
2
A4 + ω¯A2 (2.71)
Onde ω¯ ≡ ω− V > 0. Portanto, para V e g constantes, a equac¸a˜o (2.71) pode
ser integrada, levando a` equac¸a˜o de ”conservac¸a˜o”
1
2
A′2 +H(A) = constante (2.72)
Para prosseguir na ana´lise, podemos investigar o formato do potencial H(A).
Por exemplo, seus pontos cr´ıticos sa˜o determinados por
H ′(A) = −J
2
A3
− 2gA3 + 2ω¯A = 0 (2.73)
Equivalentemente
P (B) +
J2
2g
= 0 (2.74)
Onde P (B) = B3 − ω¯
g
B2 e B = A2. Para melhor entender a natureza das
ra´ızes da equac¸a˜o (2.74), conve´m analisar primeiro o polinoˆmio P (B), representado na
figura 2.7.
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Figura 2.7: Gra´fico de P(B), para ω¯
g
= 1
O polinoˆmio P (B) possui uma raiz dupla em B = 0 e uma raiz simples em
B = ω¯
g
. Seu mı´nimo local pode ser facilmente determinado por:
P ′(B) = 3B2 − 2ω¯
g
B = 0⇒ B = 0, ou B = 2ω¯
3g
, (2.75)
P0 = P
(
2ω¯
3g
)
= − 4
27
(
ω¯
g
)3
(2.76)
O gra´fico do polinoˆmio da equac¸a˜o (2.74) consiste do gra´fico de P (B) deslocado
para cima por um valor de J
2
2g
. Assim, (2.74) sempre admite uma soluc¸a˜o B negativa, que
pode ser imediatamente descartada pois A e´ real. A existeˆncia de ra´ızes B positivas esta´
condicionada ao valor de J
2
2g
. E´ fa´cil ver que se J
2
2g
+P0 > 0, na˜o existem soluc¸o˜es positivas;
que se J
2
2g
+ P0 < 0, existem duas soluc¸o˜es positivas distintas; e que para
J2
2g
+ P0 = 0 ha´
uma soluc¸a˜o positiva dupla.
Dessa forma, para que existam soluc¸o˜es reais de (2.74), e´ necessa´rio que:
J2 < J2max =
8ω¯3
27g2
(2.77)
Dentro dessa condic¸a˜o, o potencial efetivo H(A) sempre possui dois pontos
cr´ıticos, conforme esboc¸ado na figura (2.8). Esses pontos cr´ıticos correspondem a soluc¸o˜es
homogeˆneas A = A0 = constante da equac¸a˜o (2.70) com V e g constantes. O menor deles
e´ um ponto de equil´ıbrio esta´vel, enquanto o maior deles e´ de equil´ıbrio insta´vel.
Podemos ainda representar o espac¸o de fases da equac¸a˜o diferencial (2.70),
conforme a figura 2.9
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Figura 2.8: Gra´fico de H(A)
Figura 2.9: Espac¸o de fases da equac¸a˜o (2.70) para V e g constantes, e J satisfazendo
(2.77). Fonte: [10]
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Nota-se que o espac¸o de fases esta´ separado em treˆs regio˜es qualitativamente
distintas. As duas regio˜es externas a` separatriz conte´m soluc¸o˜es na˜o-limitadas e que na˜o
podem representar sistemas f´ısicos reais. Dentro da separatriz, as soluc¸o˜es sa˜o perio´dicas e
oscilam em torno da menor soluc¸a˜o homogeˆnea. A linha diviso´ria entre as regio˜es conte´m
as soluc¸o˜es assinto´ticamente homogeˆneas, que tendem a` soluc¸a˜o homogeˆnea maior.
2.2.2 Horizontes soˆnicos e Teoremas No-Hair
Para que o condensado apresente caracter´ısticas de buraco negro, como, por
exemplo, um horizonte, e´ preciso que ele esteja dividido em duas regio˜es: uma onde
a velocidade do som seja maior que a velocidade do condensado, e outra regia˜o onde
seja menor. Ale´m da presenc¸a de um horizonte, para uma determinada configurac¸a˜o do
condensado descrito pela equac¸a˜o (2.64), encontraremos um conjunto de resultados que
rememoram os chamados teoremas No-Hair para buracos negros. Uma configurac¸a˜o para
a qual esse comportamento se manifesta e´ aquela em que V (x) e g(x) tem formato de
escada.
V (x) = hv(−x)V− + hv(x)V+, (2.78)
g(x) = hv(−x)g− + hv(x)g+, (2.79)
Onde 0 < g+ < g−, V+ > V− e hv e´ a func¸a˜o degrau de Heaviside. Dessa forma, V e g
sa˜o constantes para x < 0 e x > 0, de forma que para cada uma dessas regio˜es a soluc¸a˜o
global da equac¸a˜o (2.70) sob os perfis (2.78) e (2.79) e´ dada por uma soluc¸a˜o do tipo
descrito pelo espac¸o de fases da figura 2.9, cada uma com seu valor espec´ıfico de V e g.
Admitiremos que o valor de J e´ o mesmo para as duas soluc¸o˜es, e que elas admitem uma
soluc¸a˜o homogeˆnea A0 comum. Para que isso acontec¸a, e´ preciso exigir que:
0 = 2(V+ − ω)A0 + J
2
A30
+ 2g+A
3
0 = 2(V− − ω)A0 +
J2
A30
+ 2g−A30 (2.80)
Levando a:
A0 =
√
V+ − V−
g− − g+ (2.81)
Podemos, enta˜o, ajustar os valores de V± e g± de forma que A0 seja a maior
soluc¸a˜o real de (2.73) para x < 0(regime subsoˆnico) e seja a menor soluc¸a˜o real de (2.73)
para x > 0(regime supersoˆnico). Ale´m disso, como a velocidade do som no condensado e´
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dada por
c(x) =
√
g(x)ρ(x) =
√
g(x)A(x)
para que a soluc¸a˜o seja transoˆnica os paraˆmetros devem satisfazer:
c2− = g−A
2
0 >
J2
A40
> g+A
2
0 = c
2
+
Para g± e V± fixos e J obedecendo a desigualdade acima, a soluc¸a˜o globalmente
homogeˆnea A(x) = A0 e´ a u´nica soluc¸a˜o assintoticamente homogeˆnea (AH). De fato, uma
soluc¸a˜o gene´rica e´ descrita da seguinte forma: comec¸a-se determinando-se as condic¸o˜es
iniciais de A e A′ de forma que a soluc¸a˜o comece na regia˜o interna a` separatriz do espac¸o de
fases subsoˆnico, como na figura 2.10; o sistema enta˜o evolui ao longo das linhas do espac¸o
de fase subsoˆnico(aproximando-se e distanciando-se periodicamente da soluc¸a˜o homogeˆnea
A0) ate´ atingir o ponto x=0, a partir do qual o sistema passa a seguir as linhas do espac¸o
de fase supersoˆnico, oscilando periodicamente em torno da soluc¸a˜o homogeˆnea. Dessa
forma, as soluc¸o˜es gene´ricas tem um perfil semelhante ao mostrado na figura 2.11, isto
e´, elas sempre possuem um trem de so´litons na parte x < 0 e uma ondulac¸a˜o na parte
x > 0, na˜o podendo ser assintoticamente homogeˆneas.
Assim, conclui-se que para g±, V± e J fixos, e sob a condic¸a˜o de homogeneidade
assinto´tica, a soluc¸a˜o da equac¸a˜o (2.70) e´ u´nica, resultado esse que assemelha-se a uma
das afirmac¸o˜es dos teoremas No-Hair para Buracos Negros.
Uma objec¸a˜o que pode ser levantada contra o me´todo aqui exposto e´ que o valor
assinto´tico associado ao regime subsoˆnico corresponde a um ponto de equil´ıbrio insta´vel
do sistema, o que implica em poss´ıveis complicac¸o˜es experimentais, ja´ que, se os valores
dos paraˆmetros g±, V± e J na˜o forem ajustados perfeitamente, ha´ risco de que o sistema
caia em regio˜es do espac¸o de fases que levam a soluc¸o˜es na˜o-limitadas, comprometendo a
ana´lise. Uma poss´ıvel resoluc¸a˜o dessa dificuldade e´ proposta na sec¸a˜o 2.2.3.
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Figura 2.10: Espac¸os de fases superpostos da equac¸a˜o (2.70) para os regimes subsoˆ-
nico(vermelho, cont´ınuo) e supersoˆnico(azul, tracejado). Fonte: [10]
Figura 2.11: O perfil de densidade
√
ρ(x) para treˆs fluxos transoˆnicos estaciona´rios com
g+ = 1, g− = 8, ω − V+ = 7/3, ω − V− = 28/3, and J =
√
8/3. O horizonte esta´
localizado em x = 0. A linha cont´ınua corresponde a` soluc¸a˜o homogeˆnea, que e´ u´nica. As
outras duas conte´m componentes solitoˆnicas (lado esquerdo do horizonte) e ondulato´rias
(“undulations”, lado direito). Fonte [9].
Ana´lise da estabilidade de soluc¸o˜es estaciona´rias
Outra afirmac¸a˜o dos teoremas No-Hair diz respeito a` estabilidade das soluc¸o˜es
estaciona´rias. Para tentar reproduzir esse resultado, buscamos soluc¸o˜es da equac¸a˜o (2.64)
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perturbadas da seguinte forma:
ψ(x, t) = ψoe
−iωt(1 + φ(x, t)), (2.82)
Onde ψo =
√
ρ(x)ei
∫ x v(x′)dx′ e´ uma soluc¸a˜o na˜o-perturbada conhecida. Substituindo
(2.82) em (2.64), obte´m-se
i∂tφ = −1
2
∂2xφ−
∂xψ0
ψ0
∂xψ + g(x)ρ(x)(φ+ φ
∗). (2.83)
Onde assumimos que a soluc¸a˜o de background e´ a homogeˆnea ρ(x) = ρ0, v(x) = v0 . Se
buscarmos perturbac¸o˜es na forma de ondas planas
φk = Uke
i(kx−ωt) + V ∗k e
−i(kx−ωt) (2.84)
Ocorre que Uk e Vk so´ possuem soluc¸o˜es na˜o-nulas se for satisfeita a relac¸a˜o de dispersa˜o:
(ω − v0k)2 = gρk2 + k
4
4
. (2.85)
Na˜o ha´ soluc¸a˜o anal´ıtica neste caso, e devemos utilizar um esquema nume´rico baseado
nos seguintes passos.
1. Consideramos uma perturbac¸a˜o inicial φ(x, t = 0) = φini(x)
2. Admite-se que nas regio˜es assinto´ticas φ(x, t) tem a forma
φ(x, t) =
∫ ∑
i
Ukie
i(kix−ωt) + V ∗kie
−i(kix−ωt)dω (2.86)
3. Determina-se numericamente a evoluc¸a˜o temporal de (2.83)
4. Da soluc¸a˜o nume´rica, determina-se os coeficientes na expansa˜o (2.86).
A perturbac¸a˜o de densidade δρ decai, tipicamente, como t−3/2, fenoˆmeno semelhante ao
que ocorre no contexto gravitacional, no qual certas perturbac¸o˜es decaem como lei de
poteˆncia, e na˜o exponencialmente como nos chamados modos quase-normais. Da ana´lise
nume´rica destas perturbac¸o˜es, ilustradas na Fig. 2.12, infere-se a estabilidade das soluc¸o˜es
assintoticamente homogeˆneas (AH), que seriam as candidatas a representarem, no con-
texto de modelos ana´logos, as soluc¸o˜es de buracos negros para as quais valem o teoremas
No-Hair, que excluem a existeˆncia de outras soluc¸o˜es esta´veis ale´m dos pro´prios buracos
negros. Esta e´ uma situac¸a˜o que na˜o pode ser considerada ainda completamente escla-
recida, sendo necessa´rio ainda um melhor entendimento destas soluc¸o˜es AH. Para isto,
e´ necessa´rio algum tipo de abordagem anal´ıtica que nos permita ir ale´m dos resultados
nume´ricos. Estes sa˜o pontos que atualmente esta˜o sendo investigados.
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Figura 2.12: Soluc¸a˜o nume´rica da equac¸a˜o (2.83), integrada entre x = −5 and x = 5. Sa˜o
treˆs os tipos de perturbac¸o˜es consideradas: perturbac¸o˜es inicialmente localizadas na regia˜o
supersoˆnica (vermelha, pontuada), na regia˜o subsoˆnica (azul, tracejada) e exatamente
sobre o horizonte (pu´rpura, continua). A linha reta corresponde ao decaimento t−3. Os
paraˆmetros do fluxo de fundo sa˜o: g+ = 0.86, g− = 8.27, ω − V+ = 2.19, ω − V− = 9.61,
and J =
√
8/3, que correspondem a ρ2,− = ρ3,+ = 1, ρ2,+ = 2.25, e ρ3,− = 0.49. Fonte: [9].
2.2.3 Condensado de Bose-Einstein(caso qu´ıntico)
Algumas propriedades relevantes podem ser obtidas se considerarmos conden-
sados que obedec¸am a uma equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii com um termo adicional, propor-
cional a` quinta poteˆncia da func¸a˜o de onda:
i∂tψ = −1
2
∂2xψ + V (x)ψ + g(x)|ψ|2ψ + λ(x)|ψ|4ψ, (2.87)
Onde λ(x) e´ outra func¸a˜o que descreve a interac¸a˜o dos a´tomos do condensado.
Novamente, buscaremos soluc¸o˜es estaciona´rias da forma
ψ(t, x) = A(x)eiθ(x)−iωt, (2.88)
Com A, θ e ω reais. Substituindo (2.88) em (2.87), obtemos:
A2θ′ ≡ J = constante (2.89)
A′′ = 2(V − ω)A+ J
2
A3
+ 2gA3 + 2λA5 ≡ −G′(A) (2.90)
Supondo-se V , g, e λ constantes, a equac¸a˜o (2.90) pode ser escrita como uma
lei de conservac¸a˜o:
1
2
A′2 +G(A) = constante (2.91)
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Figura 2.13: Gra´fico de Q(B).
Onde G(A) e´ o potencial ”efetivo”.
G(A) =
J2
2A2
− λ
3
A6 − g
2
A4 + (ω − V )A2. (2.92)
Novamente, podemos inferir o formato desse potencial analisando seus pontos
cr´ıticos, isto e´, os valores de A tais que
G′(A) = −J
2
A3
− 2gA3 − 2λA5 + 2ω¯A = 0, (2.93)
Onde ω¯ = ω − V . Ou seja, os pontos cr´ıticos sa˜o dados pelos zeros positivos e reais do
polinoˆmio
Q(B) +
J2
2λ
= 0, (2.94)
Onde
Q(B) = B2
(
B2 +
g
λ
B − ω¯
λ
)
(2.95)
E B = A2. Esse polinoˆmino Q(B) possui uma raiz dupla em B = 0 e duas outras ra´ızes
B± = − 1
2λ
(
g ∓
√
g2 + 4ω¯λ
)
. (2.96)
Queremos que ambas essas ra´ızes sejam positivas, o que e´ garantido contanto que ω¯ > 0,
g > 0, e λ < 0, com g2 + 4ω¯λ > 0. O gra´fico de Q(B) nessas condic¸o˜es esta´ representado
na figura 2.13.
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Entretanto, o polinoˆmio (2.94), cujas ra´ızes determinam os pontos cr´ıticos do
potencial, consiste do polinoˆmio Q(B) deslocado(para baixo) de um valor J
2
2λ
. Como
estamos interessados no caso em que (2.94) possui 3 ra´ızes reais positivas, exigimos que
J2
2λ
seja menor que o ma´ximo local de Q(B), que pode ser facilmente calculado. De fato:
Q′(B) = 4B3 +
3g
λ
B2 − 2ω¯
λ
B = 0⇒ B = 0, ou 4B2 + 3g
λ
B − 2ω¯
λ
= 0. (2.97)
Esta u´ltima equac¸a˜o implica
B = − 1
8λ
(
3g ±
√
9g2 + 32ω¯λ
)
(2.98)
Assim, o ma´ximo local de Q(B) e´ dado por
Q0 = Q
(
− 1
8λ
(
3g −
√
9g2 + 32ω¯λ
))
=
1
512λ4
(
g
(
9g2 + 32λω
) 3
2 − 27g4 − 144g2ω¯λ− 128ω¯2λ2
)
(2.99)
Se J
2
2λ
+ Q0 > 0, enta˜o o polinoˆmio (2.94) possui treˆs ra´ızes reais positivas.
Assim, a condic¸a˜o para que o potencial efetivo G(A) possua treˆs pontos cr´ıticos pode ser
escrita como:
J2 < J2max =
1
256λ3
(
27g4 + 144g2ω¯λ+ 128ω¯2λ2 − g (9g2 + 32λω) 32) (2.100)
O gra´fico de G(A) sob essa condic¸a˜o esta´ representado na figura 2.14.
Perceba-se que esse potencial, em contraste com o potencial associado a` equa-
c¸a˜o de Gross-Pitaevskii cu´bica, possui dois pontos cr´ıticos de equil´ıbrio esta´vel, ale´m de
um ponto cr´ıtico de equil´ıbrio insta´vel. Esse formalismo oferece, enta˜o, a possibilidade
de empregar dois pontos cr´ıticos de equil´ıbrio esta´veis na construc¸a˜o de um fluxo transoˆ-
nico, removendo poss´ıveis complicac¸o˜es experimentais relacionadas ao envolvimento de
um ponto de equil´ıbrio insta´vel.
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Figura 2.14: Gra´fico de G(A) sob a condic¸a˜o (2.100).
Velocidade do som e velocidade do fluido na equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii qu´ın-
tica
Ainda considerando os paraˆmetros V , g e λ constantes, podemos buscar a
relac¸a˜o deles com a velocidade do som e do fluido no condensado. Para tanto, procuramos
perturbac¸o˜es de primeira ordem da equac¸a˜o (2.87) do tipo:
ψ = ψ0(x) (1 + εψ1(t, x)) e
−iωt, (2.101)
Onde ψ0e
−iωt e´ uma soluc¸a˜o de ”background” conhecida. Dessa forma, tem-se
∂tψ = −iωψ0 (1 + εψ1) e−iωt + εψ0∂tψ1e−iωt, (2.102)
∂xψ = ∂xψ0 (1 + εψ1) e
−iωt + εψ0∂xψ1e−iωt, (2.103)
∂2xψ = ∂
2
xψ0 (1 + εψ1) e
−iωt + 2ε∂xψ0∂xψ1e−iωt + εψ0∂2xψ1e
−iωt, (2.104)
|ψ|2ψ = |ψ0|2 (1 + 2ε<ψ1)ψ0 (1 + εψ1) e−iωt +O(ε2)
= |ψ0|2ψ0(1 + εψ1)e−iωt + 2ε|ψ0|2ψ0<ψ1e−iωt +O(ε2) (2.105)
|ψ|4ψ = |ψ0|4 (1 + 4ε<ψ1)ψ0 (1 + εψ1) e−iωt +O(ε2)
= |ψ0|4ψ0(1 + εψ1)e−iωt + 4ε|ψ0|4ψ0<ψ1e−iωt +O(ε2) (2.106)
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Substituindo essas expresso˜es na equac¸a˜o (2.87), tem-se
i∂tψ1 =
1 + εψ1
εψ0
[
−1
2
∂2xψ0 + (V − ω)ψ0 + g|ψ0|2ψ0 + λ|ψ0|4ψ0
]
+2
(
g + 2λ|ψ0|2
) |ψ0|2<ψ1 − 1
2
∂2xψ1 −
∂xψ0
ψ0
∂xψ1 (2.107)
Como ψ0e
−iωt satisfaz a equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii qu´ıntica na˜o-perturbada,
obte´m-se que a perturbac¸a˜o de primeira ordem obedece a` equac¸a˜o
i∂tψ1 = −~
2
2
∂2xψ1 − ~2
∂xψ0
ψ0
∂xψ1 + 2
(
g + 2λ|ψ0|2
) |ψ0|2<ψ1. (2.108)
Considerando ainda que a soluc¸a˜o de ”background” tem a forma ψ0 = Ae
iθ e
que J = A2θ′ e´ constante, tem-se
i
(
∂t +
J
A2
∂x
)
ψ1 = − J
2A2
∂x
(
A2
J
∂xψ1
)
+ 2
(
g + 2λA2
)
A2<ψ1. (2.109)
Podemos, enta˜o, decompor a soluc¸a˜o perturbada em suas partes real e imagina´ria
ψ1(x, t) = u(x, t) + iv(x, t), (2.110)
Em termos das quais a equac¸a˜o (2.109) expressa-se como(
∂t +
J
A2
∂x
)
u = − J
2A2
∂x
(
A2
J
∂xv
)
(2.111)
−
(
∂t +
J
A2
∂x
)
v = − J
2A2
∂x
(
A2
J
∂xu
)
+ 2
(
g + 2λA2
)
A2u. (2.112)
Assumamos que A e´ constante. Aplicamos o operador
(
∂t +
J
A2
∂x
)
em (2.112),
e usamos (2.111), ale´m de desprezar os termos com derivadas de ordem superior a dois,
assim obtendo: (
∂t +
J
A2
∂x
)2
v =
(
gA2 + 2λA4
)
∂2xv, (2.113)
Onde se pode identificar uma equac¸a˜o do tipo equac¸a˜o de onda, com velocidade do fluido
igual a:
v =
J
A2
(2.114)
E velocidade do som igual a
c2 = gA2 + 2λA4. (2.115)
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Conclusa˜o
Em conclusa˜o, neste trabalho expusemos a importaˆncia e utilidade conceitual
das analogias na F´ısica, em particular das grandes vantagens experimentais que se podem
extrair do avanc¸o dos estudos dos chamados modelos ana´logos, sistemas f´ısicos que, gra-
c¸as a uma similaridade matema´tica, sa˜o capazes de reproduzir de maneira mais acess´ıvel
certas caracter´ısticas de outros sistemas de tratamento mais complicado. Em particular,
dedicamo-nos aos modelos ana´logos a` gravitac¸a˜o, que possibilitam investigac¸o˜es experi-
mentais terrestres de raros fenoˆmenos de ordem astronoˆmica.
Na sec¸a˜o 2.1, apresentamos os modelos ana´logos a` gravitac¸a˜o baseados na hi-
drodinaˆmica. Nesses modelos, perturbac¸o˜es que se propagam em um fluido em movimento
podem permancer confinadas em uma determinada regia˜o, contanto que a velocidade do
fluido exceda a velocidade da propagac¸a˜o, reproduzindo assim um horizonte de even-
tos. Constatamos que o conceito de uma me´trica curva (caracter´ıstica da relatividade
geral) ja´ se afigura quando simplesmente analisamos a cinema´tica de um raio de som se
propagando em um fluido em movimento. Verificamos tambe´m que essa me´trica efetiva
reaparece quando analisamos as perturbac¸o˜es (sonoras) de primeira ordem das equac¸o˜es
de Euler. Por fim, descrevemos um modelo com alto potencial experimental, baseado na
perturbac¸a˜o de ondas superficiais em um tanque com fluido em movimento e profundidade
constante.
Na sec¸a˜o 2.2.1, introduzimos o modelo ana´logo quaˆntico baseado em conden-
sados de Bose-Einstein descritos pela equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii e desenvolvemos em
detalhes a ana´lise de soluc¸o˜es estaciona´rias para potencial e acoplamento constantes, de-
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monstrando que o sistema apresenta duas soluc¸o˜es homogeˆneas, uma delas subsoˆnica e a
outra supersoˆnica. Empregamos esse fato na sec¸a˜o 2.2.2 para construir uma configurac¸a˜o
de condensado que apresentava caracter´ısticas de horizonte pro´prias de buracos negros, e
constatamos tambe´m que tais configurac¸o˜es exibiam resultados de estabilidade e unicidade
que rememoram os teoremas No-Hair da Relatividade Geral. Um problema identificado
nessa abordagem foi o uso de ponto de equil´ıbrio insta´vel, e uma poss´ıvel soluc¸a˜o foi
proposta via a adic¸a˜o de um termo qu´ıntico na equac¸a˜o de Gross-Pitaevskii, o que gerou
um segundo ponto de equil´ıbrio esta´vel dispon´ıvel para a construc¸a˜o de fluxos transoˆnicos
com horizontes.
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